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具阻尼项的高阶中立型泛函微分方程的振荡性

杨甲山
（梧州学院数理系，广西 梧州 ５４３００２）

摘　要：研究了一类具有阻尼项的偶数阶非线性变时滞中立型泛函微分方程的振荡性，借助于Ｈｌｄｅｒ不等式及
一些分析技巧，利用Ｒｉｃｃａｔｉ变换和Ｈ函数的方法，获得了该类方程振荡的一些新的判别准则，所得结论推广并
改进了现有文献中的一些结果。并以具体例子说明了所得结果的重要性。
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　　考虑如下一类高阶非线性变时滞阻尼泛函微分
方程

ｄ
ｄｔ［Ａ（ｔ）φ（ｚ

（ｎ－１）（ｔ））］＋ｂ（ｔ）φ（ｚ（ｎ－１）（ｔ））＋

Ｑ（ｔ）ｆ（φ（ｘ（δ（ｔ））））＝０，ｔ≥ｔ０ （１）
其中ｎ≥２为偶数，ｔ０≥０为常数，ｚ（ｔ）＝ｘ（ｔ）＋
Ｐ（ｔ）ｘ（τ（ｔ）），Ａ（ｔ），Ｐ（ｔ），Ｑ（ｔ）∈ Ｃ（［ｔ０，＋∞），
Ｒ），φ（ｕ）＝｜ｕ｜γ－１ｕ，γ＞０为常数；ｆ（ｕ）∈Ｃ（Ｒ，
Ｒ）且ｕｆ（ｕ）＞０（ｕ≠０）。本文总假设下列条件成
立：

（Ｈ１）τ（ｔ）∈Ｃ（［ｔ０，＋∞），（０，＋∞）），τ（ｔ）
≤ｔ，ｌｉｍ

ｔ→＋∞
τ（ｔ）＝＋∞。

（Ｈ２）δ（ｔ）∈Ｃ
１（［ｔ０，＋∞），（０，＋∞）），δ（ｔ）

≤ｔ，ｌｉｍ
ｔ→＋∞
δ（ｔ）＝＋∞，δ′（ｔ）＞０。

（Ｈ３）存在常数α＞０，使得
ｆ（ｕ）
ｕ ≥α（ｕ≠０）。

（Ｈ４）Ａ（ｔ）∈ Ｃ
１（［ｔ０，＋∞），（０，＋∞））且

Ａ′（ｔ）＞０；０≤Ｐ（ｔ）＜１；Ｑ（ｔ）＞０。

（Ｈ５）ｌｉｍｔ→＋∞∫
ｔ

ｔ０

１
Ａ（ｕ）ｅｘｐ－∫

ｕ

ｔ０

ｂ（ｓ）
Ａ（ｓ）ｄ( )[ ]ｓ １／γ

ｄｕ＝＋∞。

　　我们称函数ｘ（ｔ）∈Ｃｎ－１（［Ｔｘ，＋∞），Ｒ）（Ｔｘ≥
ｔ０）为方程 （１）的一个解，如果 Ａ（ｔ）φ（ｚ（ｎ－１）（ｔ））
∈Ｃ１（［Ｔｘ，＋∞），Ｒ）且在区间［Ｔｘ，＋∞）上满足
方程 （１）。方程 （１）的一个非平凡解 ｘ（ｔ）称为
是振荡的，如果它有任意大的零点，否则称它是非

振荡的。方程 （１）称为是振荡的，如果它的所有
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解都是振荡的。

关于方程 （１）的特殊情形及其振荡性结果见
文 ［１－４］。若方程 （１）中Ｐ（ｔ）≡０，ｆ（ｕ）＝ｕ，
则可简化为

［Ａ（ｔ）φ（ｘ（ｎ－１）（ｔ））］′＋ｂ（ｔ）φ（ｘ（ｎ－１）（ｔ））＋
Ｑ（ｔ）φ（ｘ（δ（ｔ）））＝０ （２）

而方程 （２）的振荡性在文 ［５］也作了仔细研究，
并给出了３个非常有价值的振荡准则。本文的目的
是研究方程 （１）振荡性，并给出当文 ［５］中定
理３的条件 （Ｃ９）（文 ［６－１６］也有类似的条件）
不成立时的一些新的振荡准则。

１　几个引理

引理１［６］　设ｕ在［ｔ０，＋∞）上是正的ｎ次可

微函数，ｕ（ｎ）（ｔ）最终定号，则存在 ｔ ≥ ｔ０和整数
ｌ（０≤ｌ≤ｎ），当ｕ（ｎ）（ｔ）≥０时，ｎ＋ｌ为偶数；当
ｕ（ｎ）（ｔ）≤０时，ｎ＋ｌ为奇数，使得

当ｌ＞０时，有ｕ（ｋ）（ｔ）＞０，ｔ≥ ｔ，ｋ＝０，１，
…，ｌ－１；

且当ｌ≤ｎ－１时，有（－１）ｌ＋ｋｕ（ｋ）（ｔ）＞０，ｔ≥
ｔ，ｋ＝ｌ，ｌ＋１，…，ｎ－１

引理 ２［７］　设 ｕ满足引理 １的条件，且
ｕ（ｎ－１）（ｔ）ｕ（ｎ）（ｔ）≤０（ｔ≥ｔ ），则对任何 θ∈ （０，
１），存在常数Ｍ ＞０，使得对一切充分大的 ｔ有
ｕ′（θｔ）≥Ｍｔｎ－２ｕ（ｎ－１）（ｔ）。

引理３［８］　设ａ，ｂ为非负实数，则λａｂλ－１－ａλ

≤（λ－１）ｂλ，λ＞１，等号成立当且仅当ａ＝ｂ。
引理４　设ｘ（ｔ）是方程 （１）的最终正解，则

ｚ（ｔ）＞０，ｚ′（ｔ）＞０，ｚ（ｎ－１）（ｔ）＞０，ｚ（ｎ）（ｔ）≤０。
证明完全类似于文 ［５］中的引理４，在此从

略。

２　主要结果和证明
为了叙述方便，考虑集合Ｄ＝｛（ｔ，ｓ）｜ｔ≥ｓ≥

ｔ０｝，Ｄ０＝｛（ｔ，ｓ）｜ｔ＞ｓ≥ｔ０｝。称函数Ｈ∈Ｙ，如
果函数Ｈ（ｔ，ｓ）∈Ｃ（Ｄ，Ｒ），当ｔ≥ｔ０时Ｈ（ｔ，ｔ）＝
０；当（ｔ，ｓ）∈Ｄ０时Ｈ（ｔ，ｓ）＞０且Ｈ（ｔ，ｓ）对第二个
变量有连续非正的偏导数。

引入记号

Φ（ｓ）＝αＱ（ｓ）［１－Ｐ（δ（ｓ））］γ，

ψ（ｓ）＝（γ＋１）
－（γ＋１）Ａ（ｓ）

［θＭδｎ－２（ｓ）δ′（ｓ）］γ
（３）

定理１　若存在函数Ｈ∈Ｙ及ζ（ｔ）∈Ｃ１（［ｔ０，
＋∞），（０，＋∞）），使得

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｓｕｐ １
Ｈ（ｔ，ｔ０）∫

ｔ

ｔ０
ζ（ｓ）·

Ｈ（ｔ，ｓ）Φ（ｓ）－ψ（ｓ）｜ｈ（ｔ，ｓ）｜
γ＋１

［Ｈ（ｔ，ｓ）］{ }γ ｄｓ＝＋∞

（４）

其中 ｈ（ｔ，ｓ）＝Ｈ（ｔ，ｓ）ζ′（ｓ）
ζ（ｓ）

－ｂ（ｓ）Ａ（ｓ[ ]）＋
Ｈ（ｔ，ｓ）
ｓ

，

Φ（ｓ）及 ψ（ｓ）定义如式 （３），常数 θ∈ （０，１）和
Ｍ ＞０如引理２。则方程 （１）是振荡的。

证明　设方程 （１）存在非振荡解 ｘ（ｔ）。不
失一般性，设ｘ（ｔ）＞０，ｘ（τ（ｔ））＞０，ｘ（δ（ｔ））＞
０，ｔ≥Ｔ≥ｔ０。由方程 （１）并注意到条件 （Ｈ３），
得

［Ａ（ｔ）φ（ｚ（ｎ－１）（ｔ））］′＋ｂ（ｔ）φ（ｚ（ｎ－１）（ｔ））≤
－αＱ（ｔ）φ（ｘ（δ（ｔ）））＜０ （５）

由引理２，对０＜θ＜１，存在常数Ｍ ＞０，有
ｚ′（θδ（ｔ））≥Ｍδｎ－２（ｔ）ｚ（ｎ－１）（δ（ｔ））≥

Ｍδｎ－２（ｔ）ｚ（ｎ－１）（ｔ） （６）
由 ｘ（ｔ）≤ ｚ（ｔ）及引理 ４知，ｚ（ｔ）≤ ｘ（ｔ）＋
Ｐ（ｔ）ｚ（τ（ｔ））≤ｘ（ｔ）＋Ｐ（ｔ）ｚ（ｔ），即

ｘ（ｔ）≥ １－Ｐ（ｔ[ ]）ｚ（ｔ）≥０ （７）
定义函数

Ｖ（ｔ）＝ζ（ｔ）Ａ（ｔ）φ（ｚ
（ｎ－１）（ｔ））

φ（ｚ（θδ（ｔ）））
＝

ζ（ｔ）Ａ（ｔ）［ｚ
（ｎ－１）（ｔ）］γ

［ｚ（θδ（ｔ））］γ
，ｔ≥Ｔ （８）

则Ｖ（ｔ）＞０（ｔ≥Ｔ），注意到式 （５）－（７），可以
得到

Ｖ′（ｔ）＝ζ′（ｔ）Ａ（ｔ）φ（ｚ
（ｎ－１）（ｔ））

φ（ｚ（θδ（ｔ）））
＋

ζ（ｔ）［Ａ（ｔ）φ（ｚ
（ｎ－１）（ｔ））］′

φ（ｚ（θδ（ｔ）））
－

ζ（ｔ）Ａ（ｔ）［ｚ
（ｎ－１）（ｔ）］γ

［ｚ（θδ（ｔ））］γ＋１
γθｚ′（θδ（ｔ））δ′（ｔ）≤

ζ′（ｔ）
ζ（ｔ）
Ｖ（ｔ）－ζ（ｔ）ｂ（ｔ）φ（ｚ

（ｎ－１）（ｔ））＋αＱ（ｔ）φ（ｘ（δ（ｔ）））
φ（ｚ（θδ（ｔ）））

－

ζ（ｔ）Ａ（ｔ）［ｚ
（ｎ－１）（ｔ）］γ＋１

［ｚ（θδ（ｔ））］γ＋１
γθＭδｎ－２（ｔ）δ′（ｔ）≤

ζ′（ｔ）
ζ（ｔ）
Ｖ（ｔ）－ｂ（ｔ）Ａ（ｔ）Ｖ（ｔ）－ζ（ｔ）αＱ（ｔ）［１－Ｐ（（δ（ｔ））］

γ－

γθＭδｎ－２（ｔ）δ′（ｔ）［ζ（ｔ）Ａ（ｔ）］
－１
γ［Ｖ（ｔ）］

γ＋１
γ，

注意到式 （３）的第一个式子，于是由上式，当 ｔ
≥Ｔ时，有

ζ（ｔ）Φ（ｔ）≤－Ｖ′（ｔ）＋ ζ′（ｔ）
ζ（ｔ）

－ｂ（ｔ）Ａ（ｔ[ ]）Ｖ（ｔ）－
γθＭδｎ－２（ｔ）δ′（ｔ）［ζ（ｔ）Ａ（ｔ）］

－１
γ［Ｖ（ｔ）］

γ＋１
γ

８６
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上式两边同乘Ｈ（ｔ，ｓ），并从Ｔ到ｔ（ｔ≥Ｔ）积分，
可得

∫
ｔ

Ｔ
Ｈ（ｔ，ｓ）ζ（ｓ）Φ（ｓ）ｄｓ≤－∫

ｔ

Ｔ
Ｈ（ｔ，ｓ）Ｖ′（ｓ）ｄｓ＋

∫
ｔ

Ｔ
Ｈ（ｔ，ｓ）ζ′（ｓ）

ζ（ｓ）
－ｂ（ｓ）Ａ（ｓ[ ]）Ｖ（ｓ）ｄｓ－

∫
ｔ

Ｔ
Ｈ（ｔ，ｓ）γθＭδｎ－２（ｓ）δ′（ｓ）·

［ζ（ｓ）Ａ（ｓ）］
－１
γ［Ｖ（ｓ）］

γ＋１
γｄｓ＝

Ｈ（ｔ，ｔ０）Ｖ（Ｔ）＋∫
ｔ

Ｔ
ｈ（ｔ，ｓ）Ｖ（ｓ）ｄｓ－

∫
ｔ

Ｔ
Ｈ（ｔ，ｓ）γθＭδｎ－２（ｓ）δ′（ｓ）·

［ζ（ｓ）Ａ（ｓ）］
－１
γ［Ｖ（ｓ）］

γ＋１
γｄｓ （９）

现取

λ＝γ＋１γ
，

ａ＝［Ｈ（ｔ，ｓ）γθＭδｎ－２（ｓ）δ′（ｓ）］
γ
γ＋１［ζ（ｓ）Ａ（ｓ）］

－１
γ＋１Ｖ（ｓ），

ｂ＝ γ
γ＋( )１

γ
［Ｈ（ｔ，ｓ）γθＭδｎ－２（ｓ）δ′（ｓ）］

－γ２
γ＋１·

［ζ（ｓ）Ａ（ｓ）］
γ
γ＋１｜ｈ（ｔ，ｓ）｜γ

代入引理３中的不等式，得
ｈ（ｔ，ｓ）Ｖ（ｓ）－

Ｈ（ｔ，ｓ）γθＭδｎ－２（ｓ）δ′（ｓ）［ζ（ｓ）Ａ（ｓ）］
－１
γ［Ｖ（ｓ）］

γ＋１
γ ≤

ζ（ｓ）ψ（ｓ）ｈ（ｔ，ｓ）γ＋１

［Ｈ（ｔ，ｓ）］γ
（１０）

将式 （１０）代入式 （９），有

∫
ｔ

Ｔ
Ｈ（ｔ，ｓ）ζ（ｓ）Φ（ｓ）ｄｓ≤Ｈ（ｔ，ｔ０）Ｖ（Ｔ）＋

∫
ｔ

Ｔ

ζ（ｓ）ψ（ｓ）｜ｈ（ｔ，ｓ）｜γ＋１

［Ｈ（ｔ，ｓ）］γ
ｄｓ （１１）

即

∫
ｔ

Ｔ
ζ（ｓ）Ｈ（ｔ，ｓ）Φ（ｓ）－ψ（ｓ）｜ｈ（ｔ，ｓ）｜

γ＋１

［Ｈ（ｔ，ｓ）］{ }γ ｄｓ≤

Ｈ（ｔ，ｔ０）Ｖ（Ｔ） （１２）
于是

１
Ｈ（ｔ，ｔ０）∫

ｔ

ｔ０
ζ（ｓ）Ｈ（ｔ，ｓ）Φ（ｓ）－ψ（ｓ）｜ｈ（ｔ，ｓ）｜

γ＋１

［Ｈ（ｔ，ｓ）］{ }γ ｄｓ＝

１
Ｈ（ｔ，ｔ０）∫

Ｔ

ｔ０
ζ（ｓ）Ｈ（ｔ，ｓ）Φ（ｓ）－ψ（ｓ）｜ｈ（ｔ，ｓ）｜

γ＋１

［Ｈ（ｔ，ｓ）］{ }γ ｄ{ ｓ＋

∫
ｔ

Ｔ
ζ（ｓ）Ｈ（ｔ，ｓ）Φ（ｓ）－ψ（ｓ）｜ｈ（ｔ，ｓ）｜

γ＋１

［Ｈ（ｔ，ｓ）］{ }γ ｄ}ｓ≤
∫
Ｔ

ｔ０
ζ（ｓ）Φ（ｓ）ｄｓ＋Ｖ（Ｔ）＝Ｃ＋Ｖ（Ｔ）

其中∫
Ｔ

ｔ０
ζ（ｓ）Φ（ｓ）ｄｓ＝Ｃ为常数。上式两边取上极

限，得与式 （４）矛盾！定理证毕。

注１　通过选择恰当的不同的函数 Ｈ（ｔ，ｓ）和
ζ（ｓ）就能导出许多关于方程 （１）及其特殊情形的
不同类型的其它具体振荡准则。如，若方程 （１）
中 ｎ＝２，Ｐ（ｔ）≡０，ｆ（ｕ）＝ｕ，δ（ｔ）＝ｔ，并在定
理１中取ζ（ｓ）＝１，于是由定理１，我们可得如下
结果。

推论１　若存在函数Ｈ∈Ｙ，使得

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｓｕｐ １
Ｈ（ｔ，ｔ０）∫

ｔ

ｔ０
［Ｈ（ｔ，ｓ）Ｑ（ｓ）－

Ａ（ｓ）｜ｈ（ｔ，ｓ）＋ Ｈ（ｔ，ｓ槡 ）｜γ＋１ｂ（ｓ）／Ａ（ｓ）
（γ＋１）γ＋１［Ｈ（ｔ，ｓ）］（γ－１）／ ]２

ｄｓ＝＋∞

其中ｈ（ｔ，ｓ） Ｈ（ｔ，ｓ槡 ）＝－Ｈ（ｔ，ｓ）
ｓ

。则方程

［Ａ（ｔ）｜ｘ′（ｔ）｜γ－１ｘ′（ｔ）］′＋ｂ（ｔ）｜ｘ′（ｔ）｜γ－１·
ｘ′（ｔ）＋Ｑ（ｔ）｜ｘ（ｔ）｜γ－１ｘ（ｔ）＝０

是振荡的。

这是 Ｌｉ等［９］将 Ｐｈｉｌｏｓ型振荡准则推广到了二
阶半线性阻尼微分方程所得到的结果。本文将其推

广到了具有阻尼项的高阶非线性中立型变时滞微分

方程 （１）。又如取Ｈ（ｔ，ｓ）＝（ｔ－ｓ）ｋ，由定理１，
可得如下结果。

推论２　如果存在常数 ｋ＞γ及函数 ζ（ｔ）∈
Ｃ１（［ｔ０，＋∞），（０，＋∞）），使得

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
ｔｋ∫

ｔ

ｔ０
（ｔ－ｓ）ｋζ（ｓ）·

Φ（ｓ）－Ψ（ｓ）ζ′（ｓ）
ζ（ｓ）

－ｂ（ｓ）Ａ（ｓ）－
ｋ
ｔ－ｓ

γ＋[ ]１ ｄｓ＝＋∞
其中常数 θ∈ （０，１）和 Ｍ ＞０如引理 ２，函数
Φ（ｓ），Ψ（ｓ）定义如式 （３）。则方程 （１）是振荡
的。

若方程 （１）中ｎ＝２，Ｐ（ｔ）≡０，ｂ（ｔ）≡０，
ｆ（ｕ）＝ｕ，δ（ｔ）＝ｔ，并在推论２中取ζ（ｔ）＝１，
则有

推论３　设 ｌｉｍ
ｔ→＋∞∫

ｔ

ｔ０
［Ａ（ｕ）］

－１
γｄｕ＝＋∞，如果存

在常数ｋ＞γ，使得

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
ｔｋ∫

ｔ

ｔ０
（ｔ－ｓ）ｋ－γ－１·

（ｔ－ｓ）γ＋１Ｑ（ｓ）－ ｋ
γ＋( )１

γ＋１
Ａ（ｓ[ ]）ｄｓ＝＋∞

则方程［Ａ（ｔ）φ（ｘ′（ｔ））］′＋Ｑ（ｔ）φ（ｘ（ｔ））＝０（ｔ≥
ｔ０）是振荡的。

推论３就是文 ［８］中的定理４７５，也是 Ｌｉ
等［２］推广了Ｋａｍｅｎｅｖ的结果所得到的结论。

若方程 （１）中Ｐ（ｔ）≡０，ｆ（ｕ）＝ｕ，则定理
１即为文 ［５］中的定理３。其它相关结果可参见

９６
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文献 ［１０－１４］及其参考文献。若式 （４）不成
立，我们有下面的判别准则。

定理２　若存在函数Ｈ∈Ｙ及ζ（ｔ）∈Ｃ１（［ｔ０，
＋∞），（０，＋∞）），ξ１（ｔ），ξ２（ｔ）∈Ｌ

２（［ｔ０，＋∞），
Ｒ）使得对任意的ｓ≥Ｔ，有

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
Ｈ（ｔ，ｔ０）∫

ｔ

ｓ
Ｈ（ｔ，τ）ζ（τ）Φ（τ）ｄτ≥ξ１（ｓ）

（１３）

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
Ｈ（ｔ，ｔ０）∫

ｔ

ｓ

ζ（τ）ψ（τ）
Ｈγ（ｔ，τ） ｈ（ｔ，τ）γ＋１ｄτ≤ξ２（ｓ）

（１４）
并且ξ１和ξ２满足

ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→＋∞

１
Ｈ（ｔ，ｔ０）

·

∫
ｔ

Ｔ

Ｈ（ｔ，τ）δｎ－２（τ）δ′（τ）［ξ１（τ）－ξ２（τ）］
（γ＋１）／γ
＋

［ζ（τ）Ａ（τ）］１／γ
ｄτ＝

＋∞ （１５）
其中Ｔ≥ｔ０为某常数，常数θ∈（０，１）和Ｍ＞０如
引 理 ２，［ξ１（τ） － ξ２（τ）］＋＝ ｍａｘ｛［ξ１（τ） －
ξ２（τ）］，０｝，函数 Φ（ｓ），ψ（ｓ）及 ｈ（ｔ，ｓ）定义如
定理１，则方程 （１）是振荡的。

证明　设方程 （１）存在非振荡解 ｘ（ｔ）。不
失一般性，设ｘ（ｔ）＞０，ｘ（τ（ｔ））＞０，ｘ（δ（ｔ））＞
０，ｔ≥Ｔ≥ｔ０。定义函数Ｖ（ｔ）如式 （８），则由定
理１的证明可得式 （９）和式 （１１）。由式 （１１），
当ｔ≥ｓ≥Ｔ≥ｔ０时，有

∫
ｔ

ｓ
Ｈ（ｔ，τ）ζ（τ）Φ（τ）ｄτ≤

Ｈ（ｔ，ｔ０）Ｖ（ｓ）＋∫
ｔ

ｓ

ζ（τ）ψ（τ）
Ｈγ（ｔ，τ）

｜ｈ（ｔ，τ）｜γ＋１ｄτ

（１６）
由式 （１６），进一步可得

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
Ｈ（ｔ，ｔ０）∫

ｔ

ｓ
Ｈ（ｔ，τ）ζ（τ）Φ（τ）ｄτ≤

Ｖ（ｓ）＋ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
Ｈ（ｔ，ｔ０）∫

ｔ

ｓ

ζ（τ）ψ（τ）
Ｈγ（ｔ，τ） ｈ（ｔ，τ）γ＋１ｄτ

注意到式 （１３）、式 （１４），由上式即得
ξ１（ｓ）－ξ２（ｓ）≤Ｖ（ｓ），ｓ≥Ｔ≥ｔ０ （１７）

另一方面，由式 （９），有
１

Ｈ（ｔ，ｔ０）∫
ｔ

Ｔ
Ｈ（ｔ，τ）γθＭδ

ｎ－２（τ）δ′（τ）［Ｖ（τ）］（γ＋１）／γ

［ζ（τ）Ａ（τ）］１／γ{ －

ｈ（ｔ，τ）Ｖ（τ）｝ｄτ≤

Ｖ（Ｔ）－ １
Ｈ（ｔ，ｔ０）∫

ｔ

Ｔ
Ｈ（ｔ，τ）ζ（τ）Φ（τ）ｄτ

上式蕴含着

ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→＋∞

１
Ｈ（ｔ，ｔ０）

·

∫
ｔ

Ｔ

Ｈ（ｔ，τ）γθＭδｎ－２（τ）δ′（τ）［Ｖ（τ）］（γ＋１）／γ

［ζ（τ）Ａ（τ）］１／γ{ －

ｈ（ｔ，τ）Ｖ（τ）｝ｄτ≤Ｖ（Ｔ）－ξ１（Ｔ）≤Ｃ０
（１８）

式中Ｃ０为某常数，并能断言

ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→＋∞

１
Ｈ（ｔ，ｔ０）

·

∫
ｔ

Ｔ

Ｈ（ｔ，τ）γθＭδｎ－２（τ）δ′（τ）［Ｖ（τ）］（γ＋１）／γ

［ζ（τ）Ａ（τ）］１／γ
ｄτ＜＋∞

（１９）
事实上，若上式不成立，则存在序列 ｛Ｔｎ｝

＋∞
ｎ＝１：Ｔｎ

∈［Ｔ，＋∞），ｌｉｍ
ｎ→＋∞
Ｔｎ ＝＋∞，使得

ｌｉｍ
ｎ→＋∞

１
Ｈ（Ｔｎ，ｔ０）

·

∫
Ｔｎ

Ｔ

Ｈ（Ｔｎ，τ）γθＭδ
ｎ－２（τ）δ′（τ）［Ｖ（τ）］（γ＋１）／γ

［ζ（τ）Ａ（τ）］１／γ
ｄτ＝＋∞

于是由式 （１８），知

ｌｉｍ
ｎ→＋∞

１
Ｈ（Ｔｎ，ｔ０）∫

Ｔｎ

Ｔ
ｈ（Ｔｎ，τ）Ｖ（τ）ｄτ＝＋∞

（２０）
所以，对充分大的正整数ｎ，

１
Ｈ（Ｔｎ，ｔ０）

·

∫
Ｔｎ

Ｔ

Ｈ（Ｔｎ，τ）γθＭδ
ｎ－２（τ）δ′（τ）［Ｖ（τ）］（γ＋１）／γ

［ζ（τ）Ａ（τ）］１／γ
ｄτ－

１
Ｈ（Ｔｎ，ｔ０）∫

Ｔｎ

Ｔ
ｈ（Ｔｎ，τ）Ｖ（τ）ｄτ＜Ｃ０＋１

于是，对充分大的正整数ｎ及ε∈（０，１），有

∫
Ｔｎ

Ｔ
ｈ（Ｔｎ，τ）Ｖ（τ）ｄτ

∫
Ｔｎ

Ｔ

Ｈ（Ｔｎ，τ）γθＭδ
ｎ－２（τ）δ′（τ）［Ｖ（τ）］（γ＋１）／γ

［ζ（τ）Ａ（τ）］１／γ
ｄτ
＞

１－ε＞０ （２１）

另一方面，由 Ｈｌｄｅｒ不等式 ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ≤

∫
ｂ

ａ
（ｆ（ｘ））ｐｄ[ ]ｘ

１
ｐ∫

ｂ

ａ
（ｇ（ｘ））ｑｄ[ ]ｘ

１
ｑ
（这里

１
ｐ＋

１
ｑ＝

１），并注意到式 （３）的第二个式子，可得

∫ＴｎＴ ｈ（Ｔｎ，τ）Ｖ（τ）ｄτ＝

∫ＴｎＴ
｛Ｈ（Ｔｎ，τ）γθＭδｎ－２（τ）δ′（τ）［ζ（τ）Ａ（τ）］－１／γ｝

γ
γ＋１Ｖ（τ）· ｈ（Ｔｎ，τ）

｛Ｈ（Ｔｎ，τ）γθＭδｎ－２（τ）δ′（τ）［ζ（τ）Ａ（τ）］－１／γ｝
γ
γ＋１

ｄτ≤

γ＋１
γγ／（γ＋１） ∫

Ｔｎ

Ｔ

Ｈ（Ｔｎ，τ）γθＭδｎ－２（τ）δ′（τ）［Ｖ（τ）］（γ＋１）／γ

［ζ（τ）Ａ（τ）］１／γ
ｄ{ }τ

γ
γ＋１
·

∫ＴｎＴ
ζ（τ）Ψ（τ）｜ｈ（Ｔｎ，τ）｜γ＋１

Ｈγ（Ｔｎ，τ）
ｄ{ }τ

１
γ＋１

０７
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由上式并注意到式 （２１），得

０＜（１－ε）
γ

Ｈ（Ｔｎ，ｔ０）∫
Ｔｎ

Ｔ
ｈ（Ｔｎ，τ）Ｖ（τ）ｄτ＜

∫
Ｔｎ

Ｔ
ｈ（Ｔｎ，τ）Ｖ（τ）ｄ{ }τγ＋１

Ｈ（Ｔｎ，ｔ０）∫
Ｔｎ

Ｔ

Ｈ（Ｔｎ，τ）γθＭδ
ｎ－２（τ）δ′（τ）［Ｖ（τ）］（γ＋１）／γ

［ζ（τ）Ａ（τ）］１／γ
ｄ{ }τγ≤

（γ＋１）γ＋１

γγＨ（Ｔｎ，ｔ０）∫
Ｔｎ

Ｔ

ζ（τ）Ψ（τ）｜ｈ（Ｔｎ，τ）｜γ
＋１

Ｈγ（Ｔｎ，τ）
ｄτ

由式 （１４）知，上式右边是有界的，这与式 （２０）
矛盾！所以式 （１９）是成立的。

由式 （１９），并注意到式 （１７），我们有

ｌｉｍｉｎｆ
ｎ→ ＋∞

１
Ｈ（Ｔｎ，ｔ０）

·

∫
Ｔｎ

Ｔ

Ｈ（Ｔｎ，τ）δ
ｎ－２（τ）δ′（τ）［ξ１（τ）－ξ２（τ）］

（γ＋１）／γ
＋

［ζ（τ）Ａ（τ）］１／γ
ｄτ≤

ｌｉｍｉｎｆ
ｎ→＋∞

１
Ｈ（Ｔｎ，ｔ０）

·

∫
Ｔｎ

Ｔ

Ｈ（Ｔｎ，τ）δ
ｎ－２（τ）δ′（τ）［Ｖ（τ）］（γ＋１）／γ

［ζ（τ）Ａ（τ）］１／γ
ｄτ＜＋∞

这与式 （１５）矛盾！定理证毕。
适当选取函数Ｈ（ｔ，ｓ）和ζ（ｔ），就可以从定理

２得到方程 （１）的一系列具体振荡准则。例如，
取Ｈ（ｔ，ｓ）＝（ｔ－ｓ）ｋ，ζ（ｔ）≡１，就有

推论４　如果存在函数ξ１（ｔ），ξ２（ｔ）∈ Ｌ
２（［ｔ０，

＋∞），Ｒ）及常数ｋ＞γ使得

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
ｔｋ∫

ｔ

ｓ
（ｔ－τ）ｋΦ（τ）ｄτ≥ξ１（ｓ），

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
ｔｋ∫

ｔ

ｓ
（ｔ－τ）ｋΨ（τ）·

ｂ（τ）
Ａ（τ）

＋ ｋ
ｔ－( )τ

γ＋１
ｄτ≤ξ２（ｓ）

并且ξ１和ξ２满足ｌｉｍｉｎｆｔ→＋∞

１
ｔｋ
·

∫
ｔ

Ｔ

（ｔ－τ）ｋδｎ－２（τ）δ′（τ）［ξ１（τ）－ξ２（τ）］
（γ＋１）／γ
＋

［Ａ（τ）］１／γ
ｄτ

＝＋∞，其 中 Ｔ≥ ｔ０ 为 某 常 数，［ξ１（τ） －
ξ２（τ）］＋＝ｍａｘ｛［ξ１（τ）－ξ２（τ）］，０｝，Φ（ｓ）和
ψ（ｓ）定义如式 （３）。则方程 （１）是振荡的。

注２　若方程 （１）中 Ｐ（ｔ）≡０，ｆ（ｕ）＝ｕ，
则本文定理２及推论４得到了文 ［５］中定理３的
条件 （Ｃ９）不成立时方程 （２）的振荡准则。

３　例子
例１　若方程 （１）中ｎ＝４，ｔ０ ＝１，γ＝２，

Ａ（ｔ）＝ｔ
１
２，ｂ（ｔ）＝ｔ－

５
２，τ（ｔ）＝δ（ｔ）＝ ｔ２，Ｐ（ｔ）

＝１２，Ｑ（ｔ）＝
１
ｔ，ｆ（ｕ）＝ｕ［４＋ｌｎ

γ（１＋ｕ２）］，则

ｆ（ｕ）
ｕ ＝４＋ｌｎγ（１＋ｕ２）≥４＝α　（ｕ≠０），

∫
ｔ

ｔ０

１
Ａ（ｕ）ｅｘｐ－∫

ｕ

ｔ０

ｂ（ｓ）
Ａ（ｓ）ｄ( )[ ]ｓ １／γ

ｄｕ＝

ｅ－
１
２∫
ｔ

１
ｕ－

１
４ｅｘｐ １

２ｕ
－( )１ ｄｕ≥

ｅ－
１
２∫
ｔ

１
ｕ－

１
４ １＋１４ｕ

－( )１ ｄｕ→＋∞ （ｔ→＋∞）
显然条件 （Ｈ１） －（Ｈ５）是满足的。现取ζ（ｔ）＝
１，Ｈ（ｔ，ｓ）＝（ｔ－ｓ）３，则此时定理１即为推论２，
故有

１
ｔｋ∫

ｔ

ｔ０
（ｔ－ｓ）ｋζ（ｓ）·

Φ（ｓ）－Ψ（ｓ）ζ′（ｓ）
ζ（ｓ）

－ｂ（ｓ）Ａ（ｓ）－
ｋ
ｔ－ｓ

γ＋[ ]１ ｄｓ＝
１
ｔ３

１
３－

３ｔ
２＋３ｔ

２＋ｔ
３

６（６ｌｎｔ－１１[ ）－ ３－３

２－６（θＭ）２
·

１８８８
３８５＋

４５６ｔ
１４３＋

６４ｔ２
６５＋

２ｔ３
１７＋

３２ｔ－１１／２
１２１５５－

１６ｔ－９／２
１４３( ＋

１２ｔ－７／２
７ －５４５ｔ

－５／) ]２ →＋∞（ｔ→＋∞）

因此推论２的条件全部满足，于是由推论２知此时
方程是振荡的。

例２　若方程 （１）中ｎ＝２，ｔ０ ＝１，γ＝１，

Ａ（ｔ）＝ｔ
２
５，ｂ（ｔ）＝ｔ－

１３
５，τ（ｔ）＝δ（ｔ）＝ ｔ２，Ｐ（ｔ）

＝３４，Ｑ（ｔ）＝
１
ｔ１１／１０

，ｆ（ｕ）＝ｕ［４＋ｌｎγ（１＋ｕ２）］，

类似地，容易验证条件 （Ｈ１）－（Ｈ５）是满足的。
现取ζ（ｔ）＝１，Ｈ（ｔ，ｓ）＝（ｔ－ｓ）２，注意到当ｎ＝
２时Ｍ ＝θ＝１，所以

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
ｔｋ∫

ｔ

ｔ０
（ｔ－ｓ）ｋζ（ｓ）·

Φ（ｓ）－Ψ（ｓ）ζ′（ｓ）
ζ（ｓ）

－ｂ（ｓ）Ａ（ｓ）－
ｋ
ｔ－ｓ

γ＋[ ]１ ｄｓ＝
ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
ｔ２
４１９４５
１０３７４＋

１２５ｔ－１３／５
５３８２ －２５１２ｔ

－３５( ＋

５
４ｔ－

１０
７ｔ

７
５ －２０００１７１ｔ

１９
１０＋４５５４６ｔ)２ ＝４５５４６ ＜＋∞

即此时式 （４）是不成立的，也就是说文 ［５］中
定理３的条件 （Ｃ９）不满足，因此，文 ［５］中定
理１－定理３和本文定理１及其推论均不能用。现
改用本文定理２（此时定理２即为推论４），则

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
ｔｋ∫

ｔ

ｓ
（ｔ－τ）ｋΦ（τ）ｄτ＝

１７



中山大学学报 （自然科学版） 第５３卷　

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
ｔ２∫

ｔ

ｓ
（ｔ－τ）２ １

τ１１／１０
ｄτ＝１０

ｓ１／１０
＝ξ１（ｓ）；

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
ｔｋ∫

ｔ

ｓ
（ｔ－τ）ｋΨ（τ）ｂ（τ）

Ａ（τ）
＋ ｋ
ｔ－( )τ

γ＋１
ｄτ＝

５ｓ－２３／５
４６ ＝ξ２（ｓ）

所以

１
ｔｋ∫

ｔ

Ｔ

（ｔ－τ）ｋσｎ－２（τ）σ′（τ）［ξ１（τ）－ξ２（τ）］
（γ＋１）／γ
＋

［Ａ（τ）］１／γ
ｄτ＝

２－１

ｔ２ －２０８７１６２５４８８７９６ －３１２５ｔ
－３３／５

５７０４９４７６＋
１０００００
６１３８９３ｔ

－２１１０( ＋

１２５８５３２８７５
８７２４２６８ ｔ－

９３４５９９８７５
３７３０５０８ｔ

２＋３１２５２１ｔ
１２)５

→＋∞（ｔ→＋∞）
显然，定理２（推论４）的条件是满足的。于是，
由定理２（推论４）知，此时方程是振荡的。但文
［５－１４］中的定理均不能判定例１和例２中方程
的振荡性。

参考文献：

［１］　ＫＡＭＥＮＥＶＩＶ．Ａｎｉｎｔｅｇｒａｌｃｒｉｔｅｒｉｏｎｆｏｒｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｏｆ
ｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒ［Ｊ］．Ｍａｔｈ
Ｚａｍｅｔｋｉ，１９７８，２３：２４９－２５１．

［２］　ＬＩＨＪ，ＹＥＨＣＣ．Ａｎｉｎｔｅｇｒａｌｃｒｉｔｅｒｉｏｎｆｏｒｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｏｆ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＭａｔｈＪａｐｏｎｉｃａ，
１９９５，４１：１８５－１８８．

［３］　ＰＨＩＬＯＳＣＨＧ．Ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍｓｆｏｒｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒ［Ｊ］．ＡｒｃｈＭａｔｈ，１９８９，５３：
４８２－４９２．

［４］　ＷＡＮＧＱＲ．Ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎａｎｄａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｓｆｏｒｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒ
ｈａｌｆｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＡｐｐｌＭａｔｈＣｏｍ
ｐｕｔ，２００１，１２２：２５３－２６６．

［５］　张全信，俞元洪．偶阶半线性阻尼泛函微分方程的振
动性［Ｊ］．应用数学学报，２０１０，３３（４）：６０１－６１０．

［６］　ＡＧＡＲＷＡＬＲＰ，ＧＲＡＣＥＳＲ，ＲＥＧＡＮＤＯ．Ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎ
ｔｈｅｏｒｙｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅａｎｄｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ
［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＫｌｕｗｅｒＡｃａｄｅｍｉｃＰｕｂｌｉｓｈｅｒｓ，２０００．

［７］　ＧＹＯＲＩ，ＬＡＤＡＳＧ．Ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙｆｏｒｄｅｌａｙｄｉｆｆｅｒｅｎ
ｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｍ］．Ｃｌａｒｅｎｄｏｎ：Ｏｘ
ｆｏｒｄ，１９９１．

［８］　ＡＧＡＲＷＡＬＲＰ，ＢＯＨＮＥＲＭ，ＬＩＷＴ．Ｎｏｎｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎ
ａｎｄｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎ：Ｔｈｅｏｒｙｆｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａ
ｔｉｏｎｓ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＭａｒｃｅｌＤｅｋｋｅｒ，２００４．

［９］　ＬＩＷＴ，ＺＨＯＮＧＣＫ，ＦＡＮＸＬ．Ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｃｒｉｔｅｒｉａｆｏｒ
ｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｈａｌｆｌｉｎｅａｒｏｒｄｉｎａｒｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ
ｗｉｔｈｄａｍｐｉｎｇ［Ｊ］．ＲｏｃｋｙＭｏｕｎｔａｉｎＪＭａｔｈ，２００３，３３
（１）：１－２６．

［１０］　ＹＡＮＧＸＪ．Ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｃｒｉｔｅｒｉａｆｏｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｄａｍｐｉｎｇ［Ｊ］．ＡｐｐｌＭａｔｈＣｏｍｐｕｔ，
２００３，１３６：５４９－５５７．

［１１］　ＷＡＮＧＱＲ．Ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｃｒｉｔｅｒｉａｆｏｒｅｖｅｎｏｒｄｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｄａｍｐｅｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＭａｔｈＨｕｎｇａｒ，
２００２，９５：１６９－１７８．

［１２］　ＷＵＨＷ，ＷＡＮＧＱＲ，ＸＵＹＴ．Ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｃｒｉｔｅｒｉａｆｏｒ
ｃｅｒｔａｉｎｅｖｅｎｏｒｄｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａ
ｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＤｙｎａｍｉｃＳｙｓｔｅｍｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００４，
１３：１２９－１４４．

［１３］　杨甲山，方彬．一类二阶中立型微分方程的振动和非
振动准则［Ｊ］．四川师范大学学报：自然科学版，
２０１２，３５（６）：７７６－７８０．

［１４］　罗李平，俞元洪．三阶半线性中立型微分方程的振动
结果［Ｊ］．系统科学与数学，２０１２，３２（５）：５７１－
５７９．

［１５］　杨甲山．具正负系数和阻尼项的高阶微分方程的振
动定理［Ｊ］．中山大学学报：自然科学版，２０１２，５１
（１）：３０－３４．

［１６］　林全文，庄容坤．二阶非线性椭圆型微分方程新的振
动准则［Ｊ］．中山大学学报：自然科学版，２０１３，５２
（２）：５７－６１．

２７


